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1 はじめに
天文, 測距などの分野で重要な角度を定量的に測る
ために, 古代からさまざまな道具や単位が用いられ
てきた. 現在でも広く用いられている単位である度
(◦, degree) はバビロニア起源といわれている. 1回
転 (turn) を 360 (割りやすい数, 1年のおよその日
数)で分割した角の大きさである. メートル法制定時
には grade (= turn/400)という単位も作られた 1).

角度を円弧の長さ s と半径 R の比として定量す
る弧度法 (circular measure) は 18世紀半ば, (公式
eiπ = −1 で有名な) オイラーによって導入された.

国際単位系 SI も弧度法に依っており, 角度は無次元
の組立単位 rad = m/m (= 1) で表すことになって
いる 2). 弧度法の角度の定義 θ := s/R に対応して
いる. しかし, 次元なしの角度の単位が曖昧な存在
であることは否めない．60 rad/s という表記に対し
て, rad = 1 を代入すると, 周波数と角周波数のどち
らを表しているか判断がつかなくなる 3).

SI において角度の扱いは, 長年の悩みの種であり,

ある時期 (1960∼1995年) には, ラジアン (ならびに
立体角のステラジアン)　は「補助単位」という,〈取
り扱い注意〉の特別なクラスに分類されていた. 現
在は, 通常の組立単位と位置づけることで一応落ち
着いてはいるが, 角度に独立の次元を与える (つまり
ラジアンを基本単位とする) 可能性について議論が
繰り返されている 4, 5, 6).

単位の統一という趣旨とは裏腹に, 次元を与え
ることで非 SI 単位を含む量の計算が正しく行える
ようになる. たとえば, 速度について 1mile/h =

1609m/3600 s = 0.447m/s などと計算できるよう
に, 角度に独立次元を与えることで, ラジアン以外の

角度の単位が混在しても誤りなく計算が進められる.

角度を含む「次元解析」も可能になる.

本稿では, もし仮に「角度」を新たな次元として
追加する場合の留意点と物理公式への影響の例など
を考える. 特にプランク定数に注目して, 量子論の歴
史との関連を含めて, 詳しく調べる.

物理量の単位を示すのに, f
SI∼ Hz のような表記

(同値関係) が用いられる 7). ここでは拡張単位系に
ついて,

SI+∼ という記号を使う. もちろん, 角度につ
いて, θ

SI+∼ rad ̸= 1 である.

2 角度の独立次元化
半径 R

SI+∼ m の円の一部である円弧の長さ s
SI+∼ m

と中心からそれを見込む角度 θ
SI+∼ rad の一般的関係

s = η θR (1)

に注目する. θ, Rに関する複比例の式で, η
SI+∼ 1/rad

はその比例定数である 6).

この式により, たとえば全円周の長さを

s0 = (π/180◦)(360◦)R = (2π/turn)(1 turn)R

= (1/rad)(2π rad)R = · · · = 2πR (2)

のように角度の単位によらず求めることができる.

次元つき係数の変換則 η = π/180◦ = 2π/turn =

1/rad = · · · が単位の違いを吸収している. これが
角度に次元を与えることのメリットである.

単位系に独立次元を追加する場合, 当該次元を含
む何らかの定数を追加する必要がある 7). 電磁気学
を 3 元から 4 元化するために µ0

SI∼ N/A2 あるい
は e

SI∼ As が導入された. このような一般則を踏
まえれば, 角度に独立次元を与えるにあたって定数
η

SI+∼ rad−1 の導入は不可避である.
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3 三角関数の微分公式
三角関数 (一般に非同次関数) の引数は無次元でな
ければならない. ξ が次元を持てば, 展開 sin ξ =

ξ− ξ3/6+ · · · が次元の異なる量の和になってしまう
からである. 角度 θ

SI+∼ rad に関しては, sin ηθ のよ
うに無次元化したものを引数とする必要がある. そ
して, 微分公式は

d

dθ
sin ηθ = η cos ηθ

SI+∼ 1/rad (3)

となる. 正規化された角度 θ̄ := ηθ に対しては,

(d/dθ̄) sin θ̄ = cos θ̄ である.

指数関数 exp iξ = cos ξ+i sin ξ についても同様で
あり, 複素振幅の正弦時間振動 exp(−iηωt) の時間微
分は以下のようになる;

d

dt
exp(−iηωt) = −iηω exp(−iηωt) (4)

ここでも ω̄ := ηω とすれば, (d/dt) exp(−iω̄t) =

−iω̄ exp(−iω̄t) と見慣れた式になる.

4 回転運動
質点 m (位置 r) が軸 u (単位ベクトル) の周りを
回転している場合を考える. 式 (1) を 3次元の無限
小回転に適用した ∆s = η(∆θu) × r の両辺を ∆t

で割ることで, 速度は v = ηω × r であたえられる.

ω = u dθ/dt
SI+∼ rad/s は角速度ベクトルである. 運

動エネルギー E = (m/2)v2 に代入すると,

m

2
(ηω × r) · v =

1

2
(ηr ×mv) · ω =

1

2
L · ω (5)

と変形され, 並進運動のエネルギー (1/2)p · v と比
較することで, 角運動量 (ω の共役量)の表式

L := ηr ×mv = ηr × p
SI+∼ J s/rad (6)

が得られる. 現行の単位系では, 角運動量は L̄ :=

r × p
SI∼ J s と定義され, 運動量と位置の積である

「作用 (action)」と同じ単位が付与されている. 異
なった趣の物理量が次元的に縮退し区別できない.

角運動量の時間変化であるトルクは τ := dL/dt =

ηr × f
SI+∼ J/rad となり,「角度あたりの仕事」とい

う分かりやすい次元を持つようになる.

5 調和振動
回転運動に類似の調和振動の運動方程式は

ṗ = −kx, ẋ = p/m (7)

である. xと pは変位と運動量を, ‘ ˙ ’は時間微分を表
す. また, k

SI+∼ N/m はバネ定数, m
SI+∼ kg は質量で

ある. 振動系のインピーダンス ζ :=
√
km

SI+∼ J s/m

を導入し, (相空間の面積を保つ)正準変換P = p/
√
ζ,

X =
√
ζx を行うと, Ṗ = −ω̄X, Ẋ = ω̄P となる.

ω̄ :=
√
k/m

SI+∼ 1/s は, 角速度 ω とは次元が異なり,

周波数 f とは大きさが異なる.

さらに, 複素変数 a := (X + iP )/
√
2

SI+∼
√
J s を導

入すると, 運動方程式は ȧ = −iω̄a となり, その解は
a(t) = a(0)e−iω̄t である.

解析力学で「作用・角変数」とよばれている変数
対 I := a∗a

SI+∼ J s, θ̄ := − arg a
SI+∼ 1 (この角変

数は無次元) を導入すると, ハミルトニアンは H =

(ω̄/2)(X2 + P 2) = ω̄a∗a = ω̄I, 正準方程式は
dI

dt
=
∂H

∂θ̄
= 0,

dθ̄

dt
= −∂H

∂I
= −ω̄ (8)

となる. 解は I(t) = I(0), θ̄(t) = −ω̄t + θ̄(0) であ
り, a(t) の運動を再現する. 振動の時間周期 T

SI+∼ s

は ω̄T = 2π (eiξ の周期) を満たすので, その逆数で
ある周波数は f = ω̄/(2π) で与えられる 8, 9).

あえて, 別の正準変数対として, 角運動量 L :=

Iη
SI+∼ J s/rad と次元付き角度 θ := θ̄/η

SI+∼ rad を導
入することも可能ではある. 回転運動との対応がよ
くなり, θ̄, ω̄ といった変数も不要となる. とはいえ,

元の運動方程式 (7) は変数消去すれば, ẍ = −ω̄2x

であり, 回転との関係が薄く, 抽象的な相空間に無理
に角度次元を導入していることになる.

回転や振動に関して 3種類の時間変化の変数

2πf = ω̄ = ηω (9)
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を考えうることが分かった. 角度に関係しない ω̄ と
f は大きさが 2π 異なっている. ω だけが角度を含
んでいる. 角度が無次元なら, ω̄ と ω は縮退する.

6 量子化とプランク定数
1900年, プランクは黒体からの輻射スペクトルの問
題を解決するために, 光がエネルギー E = hf をも
つ塊として振る舞うと仮定した. f は光の周波数,

h ∼ 6.63× 10−34 J s はプランク定数とよばれること
になる定数であり,「作用」の次元を持つ. 光電効果
でその存在が確認され, 光量子と名付けられた. その
後, さまざまの現象に, この定数が関与していること
が明らかになった. コンプトン効果において, 波長 λ

の光が運動量 p = h/λ をもった粒子と考えうること
が示唆された. また, ド・ブロイは電子などの物質粒
子が λ = h/p の波長を持つ波として振る舞うことに
気づいた.

水素原子の古典モデルから, 発光スペクトルを説
明するために, ボーア・ゾンマーフェルトの量子条件
(1913年, 1916年)が考えだされた;

S :=

∮
C

p dq = nh
SI+∼ J s (n = 1, 2, . . .) (10)

q は座標, p は対応する運動量, S は相平面で周期閉
軌道 C が囲む面積である. この式は他の正準変数対
についても成り立つ.

光はマクスウェル方程式から導かれる古典的な調和
振動子で表される. 前節で見たように,作用は (X,P )-

平面の円軌道の内部の面積であることから, 量子条
件 (10) は

S = 2πI = 2πE/ω̄ = nh (11)

となる. ただし, E = ω̄I はエネルギーである. これ
より光のエネルギーが, E = nhf と量子化されるこ
とが確認される.

中心力下の運動における角度の自由度に対して,正
準変数対 (L, θ) を導入する. 角運動量 L

SI+∼ J s/rad

が一定なので, 作用は

S =

∫ 2π

0

L dθ = (2π rad)L =
2πL

η
= nh (12)

と書け 10),角運動量がL = nh̆と量子化される. 角運
動量の量子化の単位は h̆ := ηh/(2π)

SI+∼ J s/radであ
る. 円運動の場合,式 (6)を代入すると p = nh/(2πr)

となる (ド・ブロイの条件).

ディラックはハイゼンベルクの行列 (後に演算子)

の時間発展が反対称積 [Â, B̂] := ÂB̂− B̂Âを用いて
表されることに気づいた 11). さらに, その古典極限

2π

ih
[Â, B̂]

cl→ {A,B} :=
∂A

∂q

∂B

∂p
− ∂A

∂p

∂B

∂q
(13)

が解析力学のポアソン括弧式 {A,B} になることを,

対応原理とボーア・ゾンマーフェルトの条件 (10) を
用いて示した. ここで, 因子 h はポアソン括弧式の
微分の分母が担う qp (作用) の次元と符合している.

その後, 彼は教科書 12) において, h に代わって
ℏ = h/(2π)

SI+∼ J s を導入した. ディラック定数とも
よばれる. (先の角運動量の量子化単位 h̆

SI+∼ J s/rad

とは異なる次元をもつ.)

古典力学における正準座標の条件 {qi, pj} = δij

(i, j は自由度) に対応する演算子の条件は

[q̂i, p̂j ] = iℏδij (14)

と書ける. これは位置表示の演算子 q̂i = qi, p̂j =

(ℏ/i)∂/∂xj (後出) を代入すれば, 微分のチェーン則
から直ちに分かる. 「正準量子化」とよばれる手続
きで, 量子条件の一般形である. 左辺には回転の要素
はないので, h̆ ではなく, ℏ が適切である.

量子論の初期, アインシュタインの式やド・ブロ
イの式は一般的な変数である周波数や波長を用いて,

E = hf , p = h/λ と書かれ, プランク定数 h もそ
れに応じて定義された. その後, 演算子法の影響な
どで, (2π が表に出にくい) 角周波数と波数の使用が
一般化し, E = ℏω, p = ℏk と書かれることが多く
なった. しかし, 角度に次元を与えると, 右辺だけが
rad を含むようになり, 次元の不整合を生ずる. 本
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来, ω̄ = ηω, k̄ := ηk を用いて, E = ℏω̄, p = ℏk̄ と
書かれるべき式である.

平面波の位相 θ̄
SI+∼ 1 にこれらを代入すると,

θ̄ = −ω̄t+ k̄ · x = ℏ (−Et+ p · x) = ℏS (15)

となり, 古典量子対応から波動関数 (平面波) は
ψ(t,x) = eiθ̄ = eiS/ℏ と表せる．この微分 ∂ψ/∂t =

−i(E/ℏ)ψ , ∇ψ = i(p/ℏ)ψ から, 量子的な波動方程
式を作るための対応規則 E → iℏ∂/∂t, p → (ℏ/i)∇
が得られる. 古典的な関係式 E = p2/(2m) + V (x)

にこれらを適用することで, ℏ を用いてシュレディン
ガー方程式が表される;

iℏ
∂

∂t
ψ =

[
− ℏ2

2m
∇2 + V (x)

]
ψ (16)

角度に次元を持たせる立場では, プランク定数に
は 3つのバリエーションが考えうる;

h/(2π) = ℏ = h̆/η (17)

式 (9) に対応して hf = ℏω̄ = h̆ω (= E) が成り立
つ. h と ℏ は角度の次元は含まず, 大きさが 2π 異
なる. h̆ は角運動量の量子化単位である.

7 おわりに
角度の次元化について, 何をわざわざ面倒な議論を
するのかと思われた方が多いだろう. それは, 本稿
の読者が弧度法にすっかり馴染んでいるからである.

とはいっても, 日常生活では「ラジアン」ではなく,

世の多くの人々と同じく,「度」を用いていることを
思い出してほしい. 実際, 分度器のラジアン版を探し
求めたり, 地軸の傾きをラジアンで言ったりはしな
い. この角度に関する「言文不一致」の状況は認識
されるべきである. 角度の次元化によって, 口語であ
る〈度〉を用いても, 文語である〈物理方程式〉が書
けるようになることがポイントである.

変数の使い分けや因子 η の扱いが煩雑であること
は否めず, 常用するメリットはないかも知れないが,

本稿で例示したような, 次元数変化の机上訓練とし

ての有用性は認められる. 作用と角運動量, 速度と角
速度などを同一次元で眺めていることに気づいたり,

正準量子化の意味を考え直すきっかけになる. もっと
一般に, 電磁気を 3元, 4元単位系で扱う場合の本質
的差異に気づいたり, ℏ = 1, h = 1 などとプランク
定数を消し去る軽挙を反省する機会としては意義が
あるだろう. また, 中等教育における「度数法」から
「弧度法」への移行に関する理論的裏打ちにもなる.
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